マルチスケール変分法と気泡関数要素の関係性について by 奥村 弘
マルチスケール変分法と気泡関数要素の関係性について 
 


























ール変分法（ VMS: Variational multiscale 
method）(6, 7, 8)と密接な関連性があることが分か
ってきた．つい先日，著者は有限要素近似に用い












有界な𝑑𝑑次元(𝑑𝑑 = 2, 3)空間領域をΩ ⊂ ℝ𝑑𝑑 とし，
その境界を Γ = ∂Ω とする．このとき，次の定常
な移流拡散方程式を考える : Find the scalar 
function 𝑢𝑢:Ω → ℝ such that 
�𝒂𝒂 ∙ 𝛻𝛻𝑢𝑢 − 𝜐𝜐𝜐𝜐𝑢𝑢 = 𝑓𝑓  in Ω
𝑢𝑢 = 0  on Γ (1) 
ここで， 𝒂𝒂 ∈ (𝐿𝐿∞(Ω))𝑑𝑑 , 𝜐𝜐 および 𝑓𝑓 ∈ 𝐿𝐿∞(Ω) はそ
れぞれ移流速度ベクトル，拡散係数（あるいは粘
性係数），ソース（外力）である．移流速度には
divergence-free 条件∇ ⋅ 𝒂𝒂 = 0の制約は課してい
ない．なお，議論を明確にするため，式(1)の境界
条件には Dirichlet 境界条件のみを与える．  
従来，移流拡散方程式(1)に対するマルチスケー
ル変分法の関数空間には， 𝒱𝒱 = 𝐻𝐻01(Ω), 𝕃𝕃 =(𝐿𝐿2(Ω))𝑑𝑑を選び，次のカップリングさせた変分問
題 (2, 3, 7) を考える: Find 𝑢𝑢 ∈ 𝑉𝑉,𝒈𝒈 ∈ 𝕃𝕃 such that 
�
𝐵𝐵(𝑢𝑢,𝑣𝑣) + (𝜐𝜐add∇𝑢𝑢,∇𝑣𝑣) − (𝜐𝜐𝑎𝑎dd𝒈𝒈,∇𝑣𝑣)   
        = (𝑓𝑓, 𝑣𝑣)   ∀𝑣𝑣 ∈ 𝑉𝑉(∇𝑢𝑢 − 𝒈𝒈,𝓵𝓵) = 0           ∀𝓵𝓵 ∈ 𝕃𝕃 (2)
ここで，双一次形式 𝐵𝐵 は， 




域 Ω に三角形(𝑑𝑑 = 2)または四面体(𝑑𝑑 = 3)によ
る正則な有限要素分割 𝒯𝒯ℎ を与える．ここで，メ








𝑉𝑉1 = {𝑢𝑢1 | 𝑢𝑢1 ∈ 𝑃𝑃1(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ},       
𝑉𝑉𝑏𝑏 = {𝑢𝑢𝑏𝑏  � 𝑢𝑢𝑏𝑏|𝐾𝐾 = 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾𝜙𝜙𝐾𝐾 ∈ ℬ(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ},
𝑉𝑉ℎ = {𝑢𝑢ℎ | 𝑢𝑢ℎ|𝐾𝐾 = 𝑃𝑃1(𝐾𝐾) ⊕ℬ(𝐾𝐾), ∀𝐾𝐾 ∈ 𝒯𝒯ℎ} (4) 















題が次のように得られる (2, 3, 7, 8):  Find 𝑢𝑢ℎ ∈
𝑉𝑉ℎ ,𝔾𝔾ℎ ∈ ℝ0𝑑𝑑 such that 
�
𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ) + (𝜐𝜐add∇𝑢𝑢ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)− (𝜐𝜐𝑎𝑎dd𝔾𝔾ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)               = (𝑓𝑓,𝑣𝑣ℎ)   ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ(∇𝑢𝑢ℎ − 𝔾𝔾ℎ ,𝓵𝓵ℎ) = 0           ∀𝓵𝓵ℎ ∈ ℝ0𝑑𝑑 (6) 
ここで，近似問題(6)の第 2 方程式では，𝔾𝔾ℎ =
ℙℎ∇𝑢𝑢ℎとし，ℙℎを空間∇𝑉𝑉ℎからℝ0
𝑑𝑑への𝐿𝐿2直交射影
とする．さらに，ℙℎ:∇𝑉𝑉ℎ → ℝ0𝑑𝑑 としてガウス一
点求積法に基づいたものを選ぶ．つまり，  





�(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ,𝓵𝓵ℎ� = �(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ,ℙℎ∇𝑣𝑣ℎ� (8) 
ここで，𝕀𝕀は恒等作用素である． 








題(6)は次の近似問題と等価である: Find 𝑢𝑢ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ 
such that 
𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ , 𝑣𝑣ℎ) + (𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ , (𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑣𝑣ℎ)                = (𝑓𝑓, 𝑣𝑣ℎ)  ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ (10) 









得られる． (𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝑢𝑢ℎ ,∇𝑣𝑣ℎ)                        = �𝜈𝜈add(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇(𝑢𝑢1 + 𝑢𝑢𝑏𝑏), (𝕀𝕀 − ℙℎ)∇(𝑣𝑣1 + 𝑣𝑣𝑏𝑏)�  = � 𝜈𝜈add((∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾 − (ℙℎ∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
 ℙℎ∇𝑣𝑣𝑏𝑏)) (11) 
つまり，近似問題(10)は次のように書き換えるこ
とができる． 
𝐵𝐵(𝑢𝑢ℎ ,𝑣𝑣ℎ) + � (𝜈𝜈add𝛻𝛻𝑢𝑢𝑏𝑏 ,𝛻𝛻𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾         
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
 
− � (𝜈𝜈addℙℎ∇𝑢𝑢𝑏𝑏 ,ℙℎ∇𝑣𝑣𝑏𝑏)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
        = (𝑓𝑓,𝑣𝑣ℎ)    ∀𝑣𝑣ℎ ∈ 𝑉𝑉ℎ       (12)  
ここで，一般的に用いられる気泡関数(9, 10, 13, 14) 
を選ぶ．この古典的な気泡関数は，面積座標ある
いは体積座標λ𝑖𝑖  (𝑖𝑖 = 1,⋯ , 𝑑𝑑 + 1) を用いることで
次式のように表現することができる． 


























注釈 2.  気泡関数と一括りに謂っても幾つかの
関数がこれまでに提案されている．気泡関数選び
の候補としては，residual-free bubbles (RFB) (13)












𝑢𝑢ℎ = 𝑢𝑢1 + � 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾𝜙𝜙𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
(15) 
ここで，𝑢𝑢1 ∈ 𝑉𝑉1は線形一次要素の近似解, 𝑢𝑢𝑏𝑏𝐾𝐾は気
泡関数の自由度における近似解（気泡関数にかか


















𝑢𝑢1 ∈ 𝑉𝑉1 such that (𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑢𝑢1,𝑣𝑣1) + (ν∇𝑢𝑢1,∇𝑣𝑣1)+ � 𝜏𝜏𝐾𝐾(𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑢𝑢1,𝒂𝒂 ⋅ ∇𝑣𝑣1)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
 
= (𝑓𝑓, 𝑣𝑣1) + � 𝜏𝜏𝐾𝐾(𝑓𝑓,𝑎𝑎 ⋅ ∇𝑣𝑣1)𝐾𝐾
𝐾𝐾∈𝒯𝒯ℎ
  ∀𝑣𝑣1 ∈ 𝑉𝑉1 (17)  
ここで，𝜏𝜏𝐾𝐾は VMS 有限要素近似における安定化
パラメータである． 
𝜏𝜏𝐾𝐾 = |𝐾𝐾|−1(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)2𝜈𝜈‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2 + 𝜈𝜈add‖(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2   (18)  
ここで，ℎ𝐾𝐾  は要素𝐾𝐾のメッシュサイズである. 



















𝜏𝜏SUPG = ��2‖𝒂𝒂‖𝐾𝐾ℎ𝐾𝐾 �2 + �4𝜈𝜈ℎ𝐾𝐾2 �2�−
1








𝜈𝜈add = 𝜏𝜏SUPG−1 |𝐾𝐾|−1(1,𝜙𝜙𝐾𝐾)2 − 𝜈𝜈‖∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2‖(𝕀𝕀 − ℙℎ)∇𝜙𝜙𝐾𝐾‖𝐾𝐾2 (20) 
注釈 5.  古典的な気泡関数(13)を選ぶことによ
り，有限要素近似方程式(12)における気泡関数の
自由度に関する拡散項は，ℙℎ∇𝜙𝜙𝐾𝐾 = 0が自明であ
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